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Tato část  může být  považována jako nápověda k  toolboxu.  Ve  třetí  části   jsou příklady
























































Cílem   této   práce   je   vytvoření   jednoduchého   toolboxu  MATLABu   pro   řešení   základních
termodynamických výpočtů proudění dýzami. Tyto výpočty jsou vhodné pro předběžný návrh
reakčních tepelných motorů, bez kterých si nelze představit moderní svět. Ať už se jedná o






schopné   samostatného   startu   a   údajně  měly  dostřel   až   9   km  [14].  Následně   tyto   zbraně














1D proudění.  Jsou zde rozebrány pojmy jako rychlost  zvuku a Machovo číslo,  které  jsou














1.2. Stavová rovnice ideálního plynu
Každý plyn se nachází v určitém stavu. Má určitý tlak, objem, hmotnost a teplotu. V případě,
že například zvýšíme teplotu, plyn se začne rozpínat nebo zvyšovat tlak podle okolností. Tím
se   změnil   stav   plynu.   To   jak   se   mění   stav   plynu   popisuje   stavová   rovnice,   která   má
nejzákladnější tvar
pV=nRmT (1)
kde  p  je tlak v Pa,  V  je objem v m3,  n  je látkové množství v mol,  Rm=8,314 je univerzální





































































popis  komprese  a  expanze  v  cyklech  spalovacích  motorů  a   také  se  používá  při  proudění
ideálních plynů, kdy například zužujícím se potrubím se plyn adiabaticky rozpíná na určitý
tlak.  Reálně   lze   tohoto  dosáhnout   tak,   že   se  potrubí   zaizoluje   a   zamezí   se  významnému
prostupu   tepla.  Na   obr.  2  lze   vidět   grafické   znázornění   adiabatického   děje   v   p-v   a  T-s
diagramu [3].
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Obr. 2: Průběh adiabatického děje. Vlevo v p-v diagramu, vpravo v T-s diagramu.
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kde h, p a ρ je stále stejné. Ovšem v levé části se původní stav tekutiny změnil na h+dh, p+dp
a  ρ+dρ.  Protože  pohyb  je  relativní,  lze  uvažovat,  že  tlaková  vlna  stojí  a  vše  ostatní  je
v pohybu. Pak musí platit zákon zachování hmoty [1]:
ṁlevý=ṁpravý (7)
Tuto rovnici lze rozepsat na:
ρ S c=(ρ +d ρ )S (c−dw) (8)
Po vykrácení průřezu S, roznásobení závorek a zanedbání členu dρ∙dw obdržíme rovnici:
c d ρ−ρ dw=0 (9)

















Protože   amplituda   zvukové   vlny   je  malá   a   nezpůsobuje   výrazné   změny   tlaku   a   teploty
tekutiny, lze šíření vlny považovat za izoentropické a lze psát:





























c=√κ p v=√κ rT (19)
Kde  r  je měrná plynová konstanta dána poměrem  Rm  /  M  univerzální plynové konstanty a
























působících  na  letící  objekt.  Při  vyšším hypersonickém prouděním může dojít  k  vytvoření
plazmy   kolem   letícího   objektu.   Proto   hypersonické   letouny  mají   silné   ochranné   vrstvy.
Hranice hypersonického proudění bývá považována kolem rychlosti Ma=5 [10].
1.6. Jednorozměrné proudění
Proudění   tekutin   lze   zjednodušit   na   jednorozměrné   proudění.   Jsou   to   všechna   proudění
pohybující se po přímce.  I přes toto zjednodušení lze tímto způsobem řešit některé technické
problémy.   Například   protékání   vzduchu   proudovým   motorem   lze   pro   určité   výsledky
považovat za jednorozměrné proudění.
Toto   proudění  můžeme   rozdělit   na   proudění   ideální   tekutiny,   kde   nedochází   k   víření   a
proudění   skutečných  tekutin,  kdy  toto  proudění   lze dále   rozdělit  na  proudění   laminární  a
turbulentní.






Difuzor   se   využívá   při   nasání   vzduchu   proudovým   motorem,   aby   tlak   na   vstupu   do












První   zužující   se   tryska   v   nejmenším   průřezu   urychlí   plyn   na   rychlost   zvuku.   Druhá
rozšiřující se tryska dokáže plyn urychlit na rychlost vyšší než je rychlost zvuku. Je ovšem









1.7. Odvození chování plynu v dýze
Chování řečené v předchozí kapitole lze matematicky odvodit. Budeme uvažovat vztah 21 pro
hmotnostní tok, který zderivujeme [3]:





















Obr. 5: Tvary dýz a jejich chování v závislosti na typu proudění[1]
a) Podzvuková tryska b) Podzvukový difuzor













































=dpρ ( 1w2− 1c2)= dpρ w2(1−w
2
c2 )= dpρ w2 (1−Ma2) (28)







Z tohoto vztahu plyne, jak se mění rychlost  w  v závislosti na ploše průřezu  S.  Pro případ
Ma<1 platí,  že s kladným přírůstkem  dS  musí být přírůstek  dw  záporný, aby tato rovnice
platila. Ovšem v případě  Ma>1 bude přírůstek rychlosti  dw  kladný. Nutno poznamenat, že
zbylé proměnné S, w a Ma nabývají pouze kladné hodnoty [1].





















ψ=√ κκ −1⋅[( pp0)2κ−( pp0)κ +1κ ]=√ κκ−1⋅[β 2κ−β κ +1κ ] (32)
Jak lze vidět výtoková funkce závisí na Poissonově poměru κ a tlakovém poměr β. Můžeme
tedy psát,  že  ψ=f (κ ,β ) .  Průběh této funkce je  zobrazen na obr.  6.  Pokud zderivujeme











κ −1−κ +1κ ⋅β krit
κ +1−κ
κ )
√β krit2κ −β kritκ +1κ
=0 (33)
















=S⋅√( pp0)2κ⋅ 1v02⋅√2 κκ−1 p0 v0⋅[1−( pp0)κ−1κ ]=




Obr. 6: Průběhy výtokové funkce pro vybrané hodnoty κ. Vlevo průběh pro konvergentní





Pro určení  tahu motoru.  V případě,  že známe výtokovou rychlost  a hmotnostní   tok,  lze z




velké,   nebude   dosažena   rychlost  Ma=1,   a   rozšiřující   část   dýzy   nebude   fungovat   jako








⇒w1=√2⋅(h0−h1)=√2at 01=√2 κκ−1 p0 v0⋅[1−( p1p0)κ−1κ ] (37)
kde κ je Poissonova konstanta a indexy 0 značí stav plynu při nulové rychlosti a index 1 značí
stav při rychlosti w1.
Pro kritickou rychlost při Ma=1 platí, že tlakový poměr β=p1/p2 je kritický tlakový poměr βkrit
a lze tak rovnici 37 zapsat jako:





Koncem   sedmdesátých   let   profesor  Cleve  Moler   navrhl  MATLAB   aby   se   jeho   studenti






např.   ve   FORTRANU   a   jazyce   C  [8].   Provádí   inženýrské   výpočty,   vývoj   algoritmů,






je   MATLAB   interpretovaný   jazyk,   vytvoření   programu   je   rychlejší   než   v   jiných
programovacích   jazycích,   protože   odpadá   kompilace   a   příkazy   jsou   rovnou   prováděny











spíše  pomocný.   Jedná  se  o   jednodušší   funkce,  které  provádějí  dosazení  do  jednoduchých
vztahů. Vznikly hlavně ke zpřehlednění m-skriptu. Vstup není ošetřen proti chybnému zadání,
avšak funkce jsou jednoduché a lze se v nich snadno zorientovat. Mezi tyto funkce patří:
• Funkce beta.m řeší tlakový poměr β. Funkce vyžaduje zadat vstupní tlak a výstupní tlak v
uvedeném pořadí. O tlakovém poměru pojednává kapitola 1.8.
• Funkce  beta_krit.m řeší  kritický  tlakový  poměr  βkrit.  Vstupní  proměnná  je  pouze
Poissonův poměr κ. O tomto poměru také pojednává kapitola 1.8.
• Funkce  mtok.m řeší hodnotu hmotnostního toku. Vstup pro tuto funkci je plocha průřezu
potrubí, rychlost v daném průřezu a měrný objem.  Hmotnostní tok je zmíněn na konci
kapitoly 1.6.
• Funkce  v_krit.m řeší  hodnoto měrného objemu při  kritické rychlosti  proudění.  Funkce
očekává veličiny v daném pořadí: vstupní tlak a Poissonův poměr.
• Funkce  w_krit.m řeší kritickou rychlost. Požadovaný vstup je Poissonův poměr, vstupní
tlak a vstupní měrný objem. Kritická rychlost proudění je rozebrána v kapitole 1.9
• Funkce w_podkrit.m řeší rychlost vytékají z potrubí při podkritickém proudění. Vstupními
veličinami pro tuto funkci je vstupní tlak, vstupní měrný objem, Poissonova konstanta a
výstupní tlak. Kapitola 1.9 pojednává o této rychlosti.
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Obr. 7: Ukázka prostředí MATLAB a ukázka začátečnického skriptu.
MATLAB
• Funkce  plyn.m je  schopna vrátit  měrnou plynovou konstantu a  Poissonův poměr.  Jako
vstupní proměnnou tato funkce očekává název plynu. Funkce zná 19 nejznámějších plynů.
• Sada funkcí na převod často používaných funkcí.
Dalším typem funkcí jsou hlavní funkce, které již nejsou na první pohled tak přehledné a jsou
proto ošetřeny proti chybnému vstupu. Nutno podotknout, že tak jako v jiných programech i
zde  se může,  přes  veškerou snahu,  objevit  neočekávaný vstup  proti  kterému funkce  není
ošetřena.  Tomu by se dalo zabránit rozsáhlým testováním, avšak to by bylo časově náročné a
není to cílem této práce.
Do těchto  hlavních  funkcí  se  zadávají  vstupy  takzvaně  „po  dvojicích“.  Nejdříve  se  zadá
textový řetězec toho co se vlastně zadává a pak se zadá číselná hodnota. Příklad zadávání je
ukázán na příkladu funkce stavovka4.m:
v_0=stavovka4('p',p_0,'T',T_0,'r',r);




dostatek   vstupních   proměnných,   případně   jestli   je   zadáno   příliš   mnoho   vstupních   pro-
měnných.
Dále   tento zápis  umožňuje  zadávat  hodnoty  ve sloupcových maticích  s   tím,  že  pokud se
zadávají všechny typy veličin tak neznámou, v jednotlivých řádcích matice, lze vyjádřit tím,
že v daném řádku je hodnota rovna 0. Toto řešení z pohledu programátora nemusí být zcela v








měrný   objem,   teplotu   a  měrnou   plynovou   konstantu.  V  jiných   případech   funkce   vrátí









  5×2 cell array
    {'kappa'}    {[    1.1490]}
    {'v1'   }    {[    1.4251]}
    {'v2'   }    {[    0.1746]}
    {'p1'   }    {[8.8004e+04]}
    {'p2'   }    {[9.8199e+05]}
MATLAB
• Rozměr   vstupních   vektorů   nesouhlasí.  V  tomto   případě   funkce   hlásí   chybové   hlášení:
„Rozměry zadaných vektorů nejsou totožné“
• Po známém textovém řetězci nenásleduje číslo. Funkce potom zahlásí „Po veličině
zadat číselnou hodnotu.“ nebo „Po p,v,T nebo r zadat číselnou
hodnotu. Pak další veličinu“
• Je  zadáno  příliš  mnoho/málo  vstupů.  Funkce  vrátí  chybové  hlášení   „Zadáno mnoho
vstupů“ / „Zadáno málo vstupů“
Seznam funkcí ošetřených proti chybnému zadání je následovný
• Funkce  stavovka4.m  řešící     stavovou   rovnici.   Funkce   očekává   následující   vstupní
proměnné: tlak, měrný objem, teplotu a měrnou plynovou konstantu. Poslední jmenovanou
konstantu   není   třeba   zadávat,   automaticky   je   přiřazena   hodnota   pro   vzduch   a   to
287,04 J∙kg-1∙K-1.









• Funkce  vyt_fce.m  kreslící výtokovou funkci. Potřebný vstup je Poissonův poměr a typ
proudění který nastane podkritický nebo kritický.
• Funkce  stav_vyt_fce.m  je obdobná jako předchozí s tím, že navíc vyžaduje jako vstup
tlakový poměr  β. Potom tato funkce vyznačí bod, na výtokové funkci, pro daný tlakový
poměr.
• Funkce  tvar.m  slouží pro zjednodušení vykreslení dýzy v případech známého průměru,
úhlu sklonu a uzlových bodů střednice dýzy.
• Funkce prubeh.m řešící diferenciální rovnici 29. Funkce vyžaduje jako okrajové podmínky




3. Příklad využití toolboxu
3.1. Výtok z nádoby
Pomocí vypracovaného toolboxu lze řešit výtok z nádoby. Mějme příklad:
V nádobě je kyslík o tlaku 5 MPa. Plyn vytéká zužující se tryskou do prostředí o tlaku 4 MPa.
Počáteční teplota kyslíku 100 °C. Určete teoretickou výtokovou rychlost a vytékající množství,
je-li plocha výstupního otvoru 20 mm2. Určuje také rychlost a množství při výtoku do okolí
atmosféry 0,098 MPa [9].
Ukázka řešení pomocí toolboxu:
Nejdříve   se   použijí   pomocné   funkce   pro   převod   jednotek.   Poté   funkce  plyn.m  přiřadí
konstanty r=259.83 J∙kg-1∙K-1 a kappa=1.4 charakterizující vlastnosti plynu. Dále je volána







































pomocí funkce   w_vystup2.m  určí výtoková rychlost  w_2=336.33 m∙s-1  a poté hmotnostní
tok m_2=0.2199 kg∙s-1. Na obr. 8 vpravo je grafické znázornění hodnoty výtokové funkce.
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Obr. 8: Grafické znázornění výtokové funkce. Vlevo pro tlak okolí p1 = 4 MPa,  Vpravo pro




a) Z proudového motoru, který nemá Lavalovu dýzu, vytékají spaliny ve formě CO2 o tlaku
3 MPa. Plyn vytéká zužujicí se tryskou do prostředí o tlaku 0.090 MPa. Počáteční teplota
CO2 560 °C. Určete teoretickou výtokovou rychlost a vytékajicí množství, je-li průměr otvoru
300 mm. b) Jak se zvýší rychlost spalin, pokud motor doplníme Lavalovou dýzou [9]?
Ukázka řešení pomocí toolboxu:
Postup je obdobný jako v předchozím příkladě.  Toolbox pracuje v SI jednotkách a tak se
nejdříve   volají   funkce   na   převod   jednotek.   Pak   je   zavolána   funkce   plyn,   která   přiřadí
konstanty   oxidu uhličitého. Následuje kontrola, zda nastane kritické proudění. Proudění bude
kritické, protože βkrit > β. 
V případě motoru bez Lavalovy dýzy  jsou zadány všechny vstupní  parametry  pro určení



































v_1=adiabata('p1',p_0,'p2',p_1,'v1',v_0{2},'kappa',kappa); %měrný objemn 
na výstupu














rozdílem, že do funkce   w_vystup2.m  je třeba zadat parametr (...,'Laval',1).  Tím se
potlačí   podmínka   kontroly   kritického   proudění   dýzou   a   plyn   bude   vytékat   rychlostí
w_2=869,94 m∙s-1. Pokud bychom chtěli navrhnout minimální průměr výstupu z Lavalovy
dýzy,  opět  k   tomu poslouží   funkce  mtok2.m.   Jediná  neznámá  je  měrný  objem,  který   lze
spočítat,   stejně   jako   v   předchozím  příkladě,   pomocí   funkce  adiabata.m,   která   vypočítá
v_2=0.7786 m3∙kg-1. Funkce mtok2.m poté vypočítá minimální průřez dýzy S_2=0.3192 m2.
Z průřezu se poté vypočte minimální průměr  d_2=0.6375 m. Pokud bychom uvažovali, že
rozšiřující  tryska se bude rozšiřovat pod úhlem  α=15°,  lze pak vypočítat  minimální  délku
rozšiřující   části   viz.   obr.  9.   Statická   tahová   statickou     síla   motoru   dosáhne   hodnoty
F_2=310.3 kN. Na závěr je opět vykreslena výtoková funkce  zobrazená na obr. 10 vpravo.
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Obr. 9: Schéma divergentní části dýzy








Dále   jsou   potřeba   okrajové  podmínky  pro   funkci  prubeh.m.  Bude   se   postupovat   zpětně
zprava do leva. Až na teplotu plynu na výstupu, byly všechny potřebné okrajové podmínky již
vypočteny. Pomocí funkce  stavovka4.m  se vypočítá zbylá neznámá  T_1=371 K.  Nyní lze
zavolat   funkci  prubeh.m  jejímž  výstupem  jsou  průběhy  hodnot   a   zároveň  vykreslí  grafy
průběhu   rychlosti,  měrného  objemu,   tlaku   a   teploty  vyobrazené  na  obr.  11.  Na   závěr   je
spočtena   odchylka  delta=1,05 m∙s-1  jako   rozdíl   hodnot   numerického   a   analytického
výpočtu pro hrdlo dýzy.
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Obr. 11 Vykreslení bodů dýzy a průběhy rychlosti, měrného objemu, tlaku a teploty.


















































Vytvořený   toolbox   usnadní   výpočet   proudění.  Zároveň   byl   kladen   důraz   na   přehledné   a
uživatelsky  přívětivější   zadávání   tak,   aby  nevznikla   chyba  hned  na   vstupu   od   uživatele.
Funkce   toolboxu  také  kontrolují,   zda-li   je  zadáno dostatečné  množství  vstupů a  upozorní
uživatele  v  případě  neurčité   i  přeurčené úlohy.  Nutno podotknout,  že   je  ale  stále  potřeba
člověk, který problematice rozumí a je schopen funkce toolboxu vhodně kombinovat tak aby
efektivně dosáhl výsledku. Dále tento člověk musí posoudit zda-li je výsledek reálný neboť
tak,   jako   i   v   jiných   programech   i   v   tomto   toolboxu   se  mohou   vyskytovat   chyby   typu
neočekávaný vstup, "přetečení" datového typu a další.
Tuto sadu funkcí by mohli používat studenti pro ověření výsledků. Obzvláště v rovnicích 37 a
38, kde jsem i   já  ze začátku chyboval  v dosazení.  Dále  jak již  naznačovala kapitola  3.2,
toolbox lze využít k předběžnému návrhu vyústění z proudového motoru. Avšak je to pouze
přibližný   návrh,   který   nezohledňuje   všechny   vlivy,   hlavně   při   nadzvukovém   proudění.
Například toolbox nepočítá s rázovými vlnami,  které komplikují výpočet.  Na obr.  12  jsou
zaznamenány rázové vlny, které běžně vznikají za proudovým motorem například bojových
stíhaček. Dále je třeba si uvědomit, že toolbox řeší pouze ideální plyny. Principiálně lze řešit










které  jsem během výuky nenarazil.  Dále  jsem také získal určitou rutinu,   takže následující
projekty tohoto charakteru bych mohl zpracovat rychleji a efektivněji.
Dále je třeba podotknout, že 1D proudění ideálních plynů tvoří základ pro CFD simulace,
které   dokáží   vizualizovat   proudění   a   jsou   nedílnou   součástí   automobilového   a   leteckého
průmyslu. Používá se také při řešení vzduchotechniky a tepelného komfortu v budovách a ve
spoustě dalších odvětvích, kde dochází k proudění tekutin. CFD simulace se začaly využívat v
70.   letech  20.  stoletá  a   lze  předpokládat,   že  se  zvyšujícím se výkonem dnešní  výpočetní
techniky, lze očekávat rozmach CFD i v jiných oborech.
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Obr. 12: F35 s rázovými vlnami za proudovým motorem[12]
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SEZNAM POUŽITÝCH ZKRATEK A SYMBOLŮ






































Symbol hodnota jednotka Název








Příloha 1- Shrnutí vstupů a výstupů funkcí
Název Způsob zápisu Výstup Dvojice
beta.m beta(p_vstup,p_vystup) beta ne
beta_krit.m beta_krit(kappa) beta_krit -
mtok.m mtok(S,w,v) m ne
v_krit.m v_krit(v_vstup,kappa) v ne
w_krit.m w_krit(kappa,p_vstup,v_vstup) w ne
w_podkrit.m w_podkrit(p_vstup,v_vstup,kappa,p_vystup) w ne
stavovka4.m stavovka4('p','v','T','r') {'T'   }{}
{'v'   }{}
{'p'   }{}
ano
adiabata.m adiabata('p1','p2','v1','v2') {'kappa'}{}
{'v1'   }{}
{'v2'   }{}
{'p1'   }{}
{'p2'   }{}
ano
mtok2.m mtok2('S','w','v','m') {'v'   }{}
{'w'   }{}
{'S'   }{}





plyn.m plyn(vstup) [r,kappa] -












Příloha 2- Knihovna funkcí
■ Toolbox.zip
└ Adiabatická rovnice
└ Jednotky
└ Resene priklady
└ Stavova rovnice
└ Vlastnosti plynu
└ Vykreslovace
└ Vypocet proudeni
└ Nacteni_cest.m
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